Planche n° 18. Suites : corrigé

Exercice n°1

13
1) Soit € > 0. 1l existe un rang ng tel que, si n > ng alors [uy, — £ < 7 Soit . un entier naturel strictement supérieur a
no.

] n ] n
—=|—— - = |——= —{
=l = g D 72 (w=0
k=0 k=0
] n .I no .I n
<—Z|uk—f\:— lug — €+ —— Z lw — £
n+1 = n+1 = n+1 St
<) hu—l4 —— S -t —— 3 &
n—Hk: +1k:no+12 n—Hk—o n—Hk:OZ
T &
= — ug — 0+ =
— ;}| K H—z
o
Maintenant, ];) lux — €| est une expression constante quand n varie et donc, hmC>o —— Z [ux — | = 0. Par suite, il
ist tier ny > Ny tel n>mny, — >l P
existe un entier el que pour e - =.
1 2 Mo que p =z hn—ka k 3
€ €
Pourn}nhonaalors\vn—€\<—+z:£
On a montré que Ve > 0, In; € N/ (Vn € N)(n > n1 = v, —{| < ¢). La suite (v,) est donc convergente et liIJIrl v = L.
n—-+oo

La réciproque est fausse. Pour n dans N, posons u, = (—1)™. La suite (u,) est divergente. D’autre part, pour n dans N,
n

1
Z(—Uk vaut 0 ou 1 suivant la parité de n et donc, dans tous les cas, [vn| < el Par suite, la suite (v,) converge et
k=0

lim v, =0.
n—-+oo

2) Si u est bornée, il existe un réel M tel que, pour tout naturel n, [u,| < M. Pour tout entier naturel n, on a alors

] n n
|Vn|<n—_HZ‘U.k‘ Z = n+])M M.
k=0 k=0

La suite v est donc bornée.

psin=2p, peN
—psin=2p+1,peN "’
u n’est pas bornée car la suite extraite (u2p,) tend vers +0o quand p tend vers +oo. Mais, si n est impair, vhp=0,etsin

! u 1 netdastoslescas|v\< ! s 1 n+l ]etlas'tevestbo ée
= — et u NS - = = ul rnee.
n+1 " n+12’ TS n412 Tl 2 2

3) Si u est croissante, pour tout entier naturel n, on a :

La réciproque est fausse. Soit u la suite définie par : Vn € N, up = (—1)"E (2) {

est pair, v, =

n+1 1 n 1 n+1 n
Vnt T Vn = n+2Z kT +1Z““:m((“”éuk—(n+m]§w>
1 1 n
= m((ﬂ+1)un+1 _];)uk M+ (n+2) k:O(un+1 —ux) =0

La suite v est donc croissante.
Exercice n° 2

Supposons sans perte de généralité u croissante (quite & remplacer u par —u).
Dans ce cas, ou bien u converge, ou bien u tend vers +o0.

Supposons que u tende vers +o00, et montrons qu’il en est de méme pour la suite v.
Soit A € R. Il existe un rang ng tel que pour n naturel supérieur ou égal a ng, u,, > 2A. Pour n > np + 1, on a alors,
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1 = =~ 1T & (n—no)2A
= — > — - -
vn n+1(Zuk+ 2 uk>/n+]kZuk+ n+1

k=0 k=no+1

n—mnp)2A
Maintenant, quand n tend vers +00, —— Z uy + 70) tend vers 2A et donc, il existe un rang n; a partir duquel
n+1 n+1

(n—ngp)2A
1Z K +O1) > A

On a montré que : Yn € N, In; € N/ (Vn € N), (n > n; = vy > A). Par suite, liril v = +00. Par contraposition, si
n—-+oo
v ne tend pas vers +00, la suite u ne tend pas vers 4+oco et donc converge, d’aprés la remarque initiale.

Exercice n° 3

1
1) La fonction x — — est continue et décroissante sur ]0; +oo[ et donc, pour k entier naturel non nul donné, on a :
X

LI s PR R
k+1 k+1 7 ) x k Kk
] k+1 -I k -I
Donc, pour k > 1, —>J — dx et, pour k > 2, —gj — dx.
k kX k Kk—1 X

En sommant ces inégalités, on obtient pour n > 1,

et pour n > 2,

ldx:]—i—J %dx:]—l—lnn,

cette inégalité restant vraie quand n = 1. Donc,

vneN, In(n+1) <H, <1+lnn.

En particulier, pour n > 1, H,, > In(n + 1). Puisque lim In(n+ 1)+ oo, on en déduit que lim H, = +oo

n—-+oo n—-+4oo

2) Soit n un entier naturel non nul.

1 1 T1+]] n+1 1 1
un+1—un:n——ln(n+1)+lnn:——J —dx:J (———)dx<0

+1 n+1 X n n+1 x
1 1 1
car la fonction x — < décroit sur [n,n + 1] et donc, pour tout x de [n,n + 1], T_; < 0. De méme,
PR RS AU N L O T
Nt T Ve = =T X >

1
car la fonction x — — décroit sur [n + 1,1 + 2]. Enfin,
X

Up —Vvp=Inn+1)—Inn=1In (1 +%)

et donc la suite u —v tend vers 0 quand n tend vers +oco.

En résumé, la suite u décroit, la suite v croit et la suite u—v tend vers 0. On en déduit que les suites u et v sont adjacentes,
et en particulier convergentes et de méme limite. Notons y cette limite.

Pour tout entier naturel non nul n, on a vy < v < un, et en particulier, vy < vy < u; avec v3 = 0,5... et w3 = 1. Donc,

1

Pour n entier naturel non nul donné, on a :
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0<un—va <1072 &1 1+l <1O*2(:)l<eo’m—1(:>n>;=99,5...(:>n>100.
n n €001 —1

Donc 0 <y —vipo < 1072. On trouve y = 0,57 & 1072 prés par défaut. Plus précisément, y = 0,5772156649... (y est la
constante d’EULER).

Exercice n° 4

1 1

1
Soit r la raison de la suite u. Pour tout entier naturel k, on a — — =T . En sommant ces égalités, on
Uk Uk+1 U Uk+1

obtient :

=
3
—
Il
M=
7N
r:|_.
=
|
—
"

= (somme télescopique)

Uo Un41
CUni1—W  (n+1)r
UoUn 41 UoUn 41

1 m+1)

n
Si r #£ 0, on obtient Z , et si ¥ =0, u est constante et le résultat est immédiat.
k=0

—, WkWk+1 UolUn+1
Exercice n° 5

k
Soit k un entier naturel non nul. On sait que E i? =

i=1

k(k+1)(2k + 1
#. Déterminons alors trois réels a, b et c tels que,
pour entier naturel non nul k,

#—E_}_L_FL(*)
k(k+1)2k+1) k k+1 2k+1 "7

Pour k entier naturel non nul donné,

a. b L_c ~a(k+ 12k + 1) +bk(2k 4+ 1) + ck(k + 1)
kK k+1 2k+1 k(k+1)(2k+1)
(Qa+2b+c)k*+(3a+b+clk+a

k(k+1)(2k+1)

Par suite,
2a+2b+c=0 a==6
(x) &< 3a+b+c=0 &< b=6 ,
a==6 c=-24
et donc,
= 6 LI L LI
* - = — — —4 — .
V“EN’;k(k+1)(zk+1) 6<;k+;k+1 ;2k+1>

Ensuite, d’aprés I’exercice n° 3, il existe une suite (&) tendant vers 0 quand n tend vers 4+oo telle que, pour tout entier

n
1
naturel non nul n, Z X Inn+ vy + en. Pour tout entier naturel non nul n, on a
k=1

= 1 1
Z—— E—Hn—]+n—H—1nn+Y—]+n—H+£n,

et donc

i1+i LS WIS IO LI
Kr1 o onnmTey ngd o

D’autre part,
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n ] 2n+1] n ] ]
— LI i T T T
£2k+1 +;k ];Zk *Hangt = 5 Hn

1 1
=In2n+1)+v— z(lnn+y)—1 + ent1 — FEn

1 1 1 1
=In2+Inn+In (] +K) +V—Elnn—§v—1+€zn+1 _Een

1 1 1 1
=_ 24—y — _ _
21nn+1n + ZY 1+1In (1 + Zn) + €2ni1 ZE“

et finalement,

1 1 1
=62nn+2y—1)—24 (zlnn+ln2+ zy—1> —241n <1 +E> —24¢em 41

b 1
> T 3
k:11 +224+...+k
=6(3—4In2)—24In <1 + l) — 24€3m41.
n

Donc,

n
, 1
ngrfookZ:1 T2y Lk o342

Exercice n° 6
Puisque a et b sont positifs, par récurrence, pour tout entier naturel n, u, et v, existent et sont positifs.

Pour tout entier naturel non nul n,

1 1 1
Vn —Un = z (unfl +Vvn—1 ) —VUn—-1Vn—1 = z (un71 _2\/un71vn71 +an1) = z (\/anl — v Un—1 )2 > 0.

Ceci reste vrai quand n =0 car a < b et donc, pour tout entier naturel n, u, < vn.

Ensuite, pour tout entier naturel n,

® Unt1 — Un = y/UnVn — Un = y/Un (\/Vn - \/un) 2 0;
® Vnil —Vn = 7 (Un +Vn) —vn = 5 (un —vn) <0.
Ainsi, la suite (u,) est croissante et la suite (v, ) est décroissante.

D’autre part, pour tout entier naturel n, u, < v, < vp et donc la suite (U, ) est majorée par vo. De méme la suite (v )
est minorée par wo. On en déduit que les suites () et (vn) convergent vers des réels positifs.

1
Notons £ et £’ les limites respectives des suites (W) et (vn). On fait tendre n vers +oco dans 1’égalité 7 (Un +Vn) = Uni1

1
et on obtient 3 (£+1¢") =L ou encore £ = {’.

Exercice n° 7

a a T
Posons o« = Arccos b o existe car 0 < 5 < 1 et est élément de ]O, 5 [ De plus, a = bcos«. Enfin, pour tout entier

naturel n, % € }0, g [ et donc, cos % > 0.

—_

b
On auy=bcosxet vo =b puis u; = =(up +vo) = E(] + cos ) :bcoszget Vi = /vy = bcoszg xb:bcos%

2

b
puis up = ECOS% (1 +cos%) zbcos%coszgi2 puis vz = \/bcos%(cos2 %bcos% :bcos%cosz—z.

n
) . x x
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, v, =b | I cos o3 et un = vy cos I
k=1
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104
Clest vraipourn=1letsipourn>1,onav, =b I | cos — et Uy = v, cos — alors,

2 2n
k=1
1 2
Un41 = = |V COS =— +V =V COS™ ——
n—+ 2 n 211 n n ZTH']
puis
x x
Vil = /Uni1Vn = Vi COS =—— JLES) (car cos PLES) > 0),
n+1
x .
et donc vh41 =b I | cosz—k puis Up4+1 = Vn1COS T
k=1

On a montré par récurrence que

I
vn € N*, n—bHcos et up, = Vi COS 5.
k=1

o . . L.
= cos T < 1. La suite v est donc strictement décroissante.
Vn

Ensuite, pour tout entier naturel non nul n, on a u,, > 0 et

Pour tout entier naturel non nul n, on a v; > 0 et

x 2%
Untl _ Vnil €08 I :COS 2nt1 :l 1+L >1(1+1):1,
Un Vno cos — cos — 2 cos — 2

2n 2n n

La suite u est strictement croissante. Maintenant, pour n € N*,

o
vn—bHcos——bni

7 2sin — %
bsin bsin o 1
= = X
. X . o x\ -
2" sin — x sin=— )/ (=~
2n 2n 2n
D i bsin m 1 __ bsina . o bsin x
onc, lim v, = uis Uy, = vy CoS =—— —
"mSteo o X530 sinX/X o p n n om x
- . . . bsin & b2 —a?
Ainsi, les suites u et v sont adjacentes de limite commune =
& Arccos —

Exercice n° 8

1-¢ 1—¢
£ € [0,1[ et donc > 0. Puisque lim Unil _ {, il existe un rang ng tel que pour tout n > no, el <+ — =
n—+oo Up n 2
1+¢
2

Soit n = np + 1.

n—1

| = un, | H il (produit télescopique)
k:ﬂo
n—1 n—n
1 +€ 144 °
‘uno| H 7‘ n0| <T) .
k=n,o
1T+¢ 1+1 14\ o
Puisque { € [0,1], % < % = 1. Par suite, quand n tend vers +00, |un,| (——2'_ > tend vers 0 et donc
lim u, =0.
n—-+oo
Exercice n° 9
sinmn 1

1) Pour n € N*,

1 . sin
} < —. Comme — — 0, on en déduit que — — 0.
n n—+oo n n—+oo

3
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n—-+4oo

1
" 1y ™ (HE) \"
2) In ((1 +—> ) =nln (1 +—> =———% — 1.Donc, In ((1 + —) ) tend vers 1 puis
n n 1 n
n

] n
(] + E) = e 0+1/1) tend vers e! =e.

n! .
3) Pour n € N* posons u, = —-. Pour n entier naturel non nul, on a
n

un+1_(n+1)!x n" o\ T\ ]+1_ o
un  nl m+1tT  \n+1) U n N n )

(14
UTn) L m(4X)

lm nln{({1+—)= lim ———% = 1lim ———— =1 et donc

n=+oo n nS¥oo 1 X550 X
n
lim Un+1 _ lim e ™mO+1/n) _ o1
n—+oo Up n—-+oo

. . Unigl 1 . . . .

Ainsi, tend vers — = 0, 36... < 1. On sait alors que lim u, =0 (voir exercice n°8).
Un e n—-+oo

4) Pour n > 1,

2 2
n+] —1 n+]

2 2
- {u, { —5—

(“*%)2;‘ ) (“+%2)2
SN

encadrement, la suite u converge et a pour limite 1.

5) Vn2 = = ew (") — ¢*%™ Donc quand n tend vers +oc0, ¥n? tend vers e® = 1.

6) \/n—ﬁ-]—\/ﬁ:m—ﬂ)

Or tendent vers 1 quand n tend vers 400 et donc, d’aprés le théoréme de la limite par

3

1 ¢ nn+H2n+1) 2 1
De KT G 63
n
8) HZk/Zk =27 X8 T . Pour x réel, posons f(x Z k=1 Pour tout réel x,
k=1 =

\I
(\
LM
v

=(§*)

flx) = Xt —1 I( )_(n+1)x“(x—1)—(x“+]—1)_nx“*l—(n+1)x“+1
. _( ) o (x—1)2 B (x—1)2

Pour x # 1, on a donc

x—1
n n+1

n — — —— +1
1 1
En particulier, Z T = f (—) - 2 2r — 4 (d’aprés un théoréme de croissances comparées). Finalement,

— 2
k=1 2 l—]
2

n
[T2v% =224 =4
k=1
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Exercice n° 10

Soit n € N.

1

R ——— — 2 n =
NG Vn+l—yn&2yn+u

1
m@z\/wrun:\/nﬂ +vn
4(n+uy) = (\/n+1 +\/ﬁ)2(:)un:—n+%(2n+1 +2\/n(n+1))
(:)un:%(—Zn—l-] +2\/n(n+1)).

Par suite, quand n tend vers +o0,

fl_i_E ]_|_l_] —
I -

!
>

+o =<+
. -

ENJIE

La suite (uy) converge et a pour limite

Exercice n° 11

1) Calcul formel de u,. Soit x € R. ?a—LZX =x&2x2-2x=0&x=00oux=1.
Pour n entier naturel donné, on a alors

Un 1
Uny1 — 1 3—2u, _3un =3 sun—1
Un41 _Wn Un Un
3—2u,
Up — 1 ug — 1 u
Par suite, pour tout entier naturel n, o =3 0 , puis uy = S E—
Un Uo uo —3"(up — 1)
4(x—1)

2) Calcul formel de u,. Soit x € R. =x&x?—4dx+4=0&x=2.

Pour n entier naturel donné, on a alors

1 B 1 B Un S upn—2+2 1 n 1
un+1—2_4(un—1)_2_2(un—2)_ 2upn —2) 2 up—2°
Un
1 2(up —2
Par suite, pour tout entier naturel n, ——— = n + puis u, =2+ (1o )

Up—2 2 up—2 (wo—2n+2°

Exercice n° 12

1
Un41 — Un = g(\)n _un)
. 1
Pour tout entier naturel n, ona ¢ v .7 —vyn = —=(vn —un)
1
Vn41 —Untl = g(\’n —Un)

La derniére égalité montre que la suite v —u garde un signe constant puis, puisque pour tout naturel n,
sgn(Un+1 — Un) =sgn(vn —un) et sgn(vny1 —vn) = —sgn(vn —un),

les suites u et v sont monotones de sens de variation opposés.

Si par exemple 1y < Vo, alors, pour tout naturel n, on a :

U < Un S Unpt < Vi1 S Va < Vo

Dans ce cas, la suite u est croissante et majorée par vy et donc converge vers un certain réel {. De méme, la suite v est

décroissante et minorée par up et donc converge vers un certain réel {’. Enfin, puisque pour tout entier naturel n, on a

2un +vn 20+ ¢

Un+1 = ————, on obtient par passage a la limite quand n tend vers U'infini, { = et donc £ = £’. Les suites u

et v sont donc adjacentes. Si uy > vo, il suffit d’échanger les roles de u et v.
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1

Calcul des suites u et v. Pour n entier naturel donné, on a v, 1 —un+1= 3 (Vn —un). La suite v—u est géométrique

1 1
de raison —=. Pour tout naturel n, on a donc v, —u, = 3—n(vo —Up).

D’autre part, pour n entier naturel donné, v, 11 +Un+1 = vn +U,. La suite v+ u est constante et donc, pour tout entier
naturel n, on a v, +u, =vo + uo.

En additionnant et en retranchant les deux égalités précédentes, on obtient pour tout entier naturel n :

1 1 1 1
Un =3 (Vo +Uo — 57 (Vo — o) etvn:z Vo +up + 5= (vo —uo) | .

2 3 3n
En particulier, { ={' = uOT—'_vO
Exercice n° 13
Pour tout entier naturel n, on a un 1 —vn41 = —%(un —vn) et donc, pour tout entier naturel n,

Un —Vn = (—%) (up —vo).

\" \"
De méme, en échangeant les roles de u, v et w, v, —wy, = <_E) (vo—wp) et wn —un = <_E) (wo —vp) (attention,

cette derniére égalité n’est autre que la somme des deux premiéres et il manque encore une équation).
On a aussi, Uny1 +Vni1 +Wni1 = Uun +vn +wy et done, pour tout naturel n, u, +vn + wn = U + vo + Wo.

Ainsi, un, vn et Wy sont solutions du systéme

Un +Vn +Wn =Up +Vo +Wo

Par suite, pour tout entier naturel n, on a

un=% ((uo +vo +wo) + (—%) (Zuo—vO—Wo))
Vi = % ((uo +vo +wp) + <—%> (—uo+2v0—w0)>
Wn:% ((U.Q “+ Vo +Wo)+ (-%) (—uo—Vo-l-ZWo))

Uo +Vvo +WwWo
73 .

En particulier, les suites u, v et w convergent vers

Exercice n° 14

Supposons que la suite ( /v, ) tende vers le réel positif £.

1—¢
ler cas. Supposons que 0 < £ < 1. Soit ¢ = ——. ¢ est un réel strictement positif et donc,

2
InoeN/VyneN,(n>ny= W<€+]2;£=]2ﬂ).
Pour n > ng, par croissance de la fonction t — t™ sur R™, on obtient [u,| < (%)“ Or, 0 < # < % =1et
donc (T) A tend vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte que u, tend vers 0 quand n tend vers +oo.
2éme cas. Supposons que { > 1.
IngeN/VneN, (m>ny= “vn>€—%:#).

T+\" T4+¢ 141 T+\"
Mais alors, pour 1. > no, |un| > %) . Or, % > % =1, et donc <%) tend vers +oco quand n tend vers

+00. Il en résulte que [u,| tend vers +o0o quand n tend vers +oo.
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nn

Soit, pour « réel et n entier naturel non nul, u,, = n%*. Y, =e* = tend vers 1 quand n tend vers +o00, et ceci pour
toute valeur de «. Mais, si « < 0, u,, tend vers 0, si « =0, u,, tend vers 1 et si &« > 0, u, tend vers +oo. Donc, si { =1,
on ne peut rien conclure.

Exercice n° 15

1) e Supposons £ > 0. Soit € un réel strictement positif, élément de ]0, 2{[.

€ u €
o eN/VneN, m2no=0—= < 1 g4 2).
2 Un 2
n—1 uk+] £ n—mo £ n—mo
Pour n > ny, puisque un = un, H , 0N & Un, (E — z) < Un < Uny, (€ + z) , et donc
Ui
k=no

fung) (€= 2) 7 (02 2) € g < ) (04 5) T (04).

€ €
Maintenant, le membre de gauche de cet encadrement tend vers { — 7 et le membre de droite rend vers { + 5 Par
€ €
suite, on peut trouver un entier naturel n; > mg tel que, pour n > ny, (un, )"/l — z)*“O/“(E — z) >0 —¢, et
€ €
(uno ) /™ML + z)’”"/n(ﬁ—i— E) <{+e¢e Pourn>ng,onaalors { —e < {/un < {+e.

On a montré que Ve >0, dn; e N/ (VneN), n>2n; = —e < Yu, <{+ ¢) et donc, /u, tend vers {.

Un41

€
e Soit ¢ un réel strictement positif. Si £ = 0, il existe un rang ny tel que pour n > ng, 0 < < 7 Pour n > ny,

n

8)1—“0/“

0< Yt < (uny)" (5

€
Quand n tend vers +o0o, le membre de droite tend vers 7 est est donc strictement plus petit que € a partir d’un certain
rang mnij.

2) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit u la suite définie par

Vp e N, uzp = aPb? et uzpi1 = aPtpr.

(on part de T puis on multiplie alternativement par a ou b).

1
Alors, 2p/tz, =Vab et 2»/Uzp 7 = alr b v ab.
Donc, {/un tend vers v/ ab (et en particulier converge).

Un 41

. . U2py1 U2p42 .
On a bien sir —21 = g et —2™= — b. La suite (
W2p U2p+1 Un
distinctes et est ainsi divergente. La réciproque du 1) est donc fausse.

) admet donc deux suites extraites convergentes de limites

n
3) a) Pour n entier naturel donné, posons u, = ( >

n
Uni1  (2n+2)! y n?  (2n+2)2n+1) 4n+2
U, (2n)! m+112 m+1)2 Con417
2
Ainsi, Un+1 tend vers 4 quand n tend vers +oo, et donc } ($> tend vers 4 quand n tend vers 4oo.
n
nT'I.
b) Pour n entier naturel donné, posons u,, = e
Unsr (41! n! m+1" "
= n X = = ] + = .
Un n m+1) nn n
Ainsi, Un+1 tend vers e quand n tend vers 400, et donc Yu,, = L tend vers e quand n tend vers +o0.
Un w
!
¢) Pour n entier naturel donné, posons u,, = (:);L)
nsnnl!
Unt _ (Bn3) n2n L (Bn43)Bn+2Bntl) [ n mn
U Bl T (D2 DL (D2 x (n4 1) n+1
_3Bn+42)Bn+1) (1 —2n
N m+1)2 n ’
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—2n
u
Maintenant, (1 + E) = e 2nIn(1+1/n) — e=2In{141/1)/(1/M) tend vers e 2, et donc "1 tend vers 27e 2. Par suite,
Un

1 ./(3n)!
? T tend vers e—z

Exercice n° 16

D’aprés le théoréme de la limite par encadrement :

0 < upvn < un < 1= uconverge et tend vers 1.
Il en est de méme pour v en échangeant les réles de u et v

Exercice n° 17

Si uZz — 0, alors u,| = \/u2| — 0 et donc u, — 0.
3

SiuZ —€#£0, alors (un) = <3—; converge.
n

Remarque. L’exercice n’a d’intérét que si la suite u est une suite complexe, car si u est une suite réelle, on écrit
immédiatement u, = 3/u3 (et non pas u, = /u2).
Exercice n° 18
Les suites u et v sont définies & partir du rang 1 et strictement positives.
Pour tout naturel non nul n, on a :
Un+1 _ (“_‘*‘2>n+] (L)n — (M) In(n+2)+ninn—(2n+1)In(n+1)
Un n+1 n+1

Pour x réel strictement positif, posons alors f(x) = (x + 1) In(x +2) + xInx — (2x + 1) In(x + 1).
f est dérivable sur ]0, ool et pour x > 0,

1 2 1
f’(x):x+ +In(x+2)+1+Inx— Xt
x+2 x4+ 1

1
+ ——+Inx+In(x+2)—2In(x+1).

_ZIH(X+1):_X—H X+]

De méme, f’ est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1 1 1 1 2
x+27  x+12  x Tx¥2 x+1
x(x+ 12 —x(x+2)2 + (x + 12 (x+2)% +x(x+ 1% (x +2) — 2x(x + 1) (x + 2)?
x(x+1)2(x +2)2
X2 =3 (P 2x D) (P A +4) F (P 2X) (X 2x+ 1) = 2(x2 + x) (X% + 4x +4)
x(x+ 1)2(x +2)?

f”(X) _

B 3x+4 =0
Cox(x+1)2(x +2)2 )

f’ est strictement croissante sur ]0, +oo[ et donc, pour x > 0,

— 1
t+2+t+1 * n(t+1)2

f'(x) < lim f'(t)= lim (

t—+o00 t—+o00

1 1 t(t—l—Z)):O

Donc, f est strictement décroissante sur ]0, +oo[. Or, pour x > 0,

fx)=x+1In(x+2)+xnx—(2x+ 1) In(x + 1)

=x+Mx+1)—=(2x+1))Inx+ (x+1)1In (1—1—%) —(2x+1)In <1 +%)

1

) : In (1—!—%) 1n(1+1)
—1n<1+—)—1n<1+—)+2 X 2 X/,
X X

XN

X
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In(14+u)

u
décroissante sur ]0, +oo[, pour tout réel x > 0, on a f(x) > . lim f(t) =0.
—+0o0

On sait que limo =1, et done, quand x tend vers +oo, f(x) tend vers 0 —0+2—2 = 0. Comme f est strictement
u—

Un 41

f est donc strictement positive sur ]0, +ool. En particulier, ¥n € N*, f(n) > 0 et donc =¢ef(™ > 1. La suite u est

Un
strictement croissante.

] X
Remarque. On pouvait aussi étudier directement la fonction x — (1 + —) sur ]0, +ool.
X

Je vous laisse montrer de maniére analogue que la suite v est strictement décroissante. Enfin, puisque u, tend vers e, et

1
que v, = (1 + —> u, tend vers e, les suites u et v sont adjacentes.
n
1 n n+1
Remarque. En conséquence, pour tout entier naturel non nul n, (1 + —> <e< <1 + —> . Par exemple, pour
n n

11 10 11 11
() << (w)

et donc, 2,59... < e < 2,85... et pour n = 100, on obtient 1,01'°° < e < 1,01'°" et donc 2,70... < e < 2,73... Ces deux
suites convergent vers e lentement.

n = 10, on obtient

Exercice n° 19

Il est immeédiat que u croit strictement et que v —u est strictement positive et tend vers 0. De plus, pour n entier naturel
non nul donné,

1 1 1 nn++n—(n+1)72 —1

M) e xme) nxn . nmtxmel) nmtDxmtl)

Vil —Vn = | <0,

et v est strictement décroissante. Les suites u et v sont donc adjacentes et convergent vers une limite commune (& savoir
e).

Remarque. Dans ce cas, la convergence est trés rapide. On a pour tout entier naturel non nul n,
n n
1 1 1
Zﬁ<e<ZE+nxn!
k=0 k=0
et n =7 fournit par exemple 2,71825... < e < 2,71828...).

Exercice n° 20

Pour n entier naturel non nul donné, on a

1 1 2
—Up = —— —2Vn+2+2Vn+1= —
Yt =t = O i+l JVntl+vn+2
1 2

> - p—
Vn+1l Vn+T+vn+1

De méme,

1
-V = —— —2Vn+1+2y/n=
Vn41 —Vn \/m \/—

< ! — 2 =0
Vi+l Vn+l+vn+1

1 2
vn+1l Vn+1+4yn

La suite u est strictement croissante et la suite v est strictement décroissante. Enfin,

2
vn+vn+ 1’

et la suite v —u converge vers 0. Les suites u et v sont ainsi adjacentes et donc convergentes, de méme limite .

Vn—Up =2Vn+1-2y/n=
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Exercice n° 21

1 3
1) L’équation caractéristique est 4z —4z—3 = 0. Ses solutions sont —3 et 5 Les suites cherchées sont les suites de la forme

" 3\"
(un) = (?\ (—§> +u (Z) ) ol A et u sont deux réels (ou deux complexes si on cherche toutes les suites complexes).
A+ up=1up
Si up et uy sont les deux premiers termes de la suite u, A et 1 sont les solutions du systéme A n 3u " et donc
1 ] 272
A= Z(3uo —2uy) et u= Z(uo + 2u;) d’aprés les formules de CRAMER.
vneN —1(3 2uy) 1n+1( +2)3n
n y Un = 2 L5%) U1 3 2 Uo U1 ) .
. u u 1 /14 (-1)" T—(—=1)"

2) Clairement uyn, = 4—§ et Upny1 = 4—; et donc u, = 5 ( én ) uo+2 én ) u1).

" 3\"
3) Les solutions de ’équation homogéne associée sont les suites de la forme A <_§> +un <z> .
Une solution particuliére de I’équation proposée est une constante a telle que 4a =4a + 3a + 12 et donc a = —4.

" 3\"
Les solutions de I’équation proposée sont donc les suites de la forme (—4 +A (—z) +un (z) ) olt A et p sont les
Adp=4+up 1 1

solutions du systéme A 3u et donc A = — (44 3up — 2ug) et u=—(12 +uo + 2uq).

1 n" 1 3\ "
vn € N, un:—4+1(4+3u0—2u1)(—2) +Z(12+uo+2u1)(§) .

mn n
1 1+1iv7 1—1iv7
4) Lasuitev = " est solution de la récurrence 2vy, {2 = Vi1 1—Vn, et donc, (vy,) est de la forme (?\ < +41\/_> +u ( 41\/_> )

1

}\<1 +4i\/7> +u<] —:ﬁ)

5) Les solutions de I’équation homogéne associée sont les suites de la forme (A + u2m), (A, n) € R2.
2 est racine simple de I’équation caractéristique et donc il existe une solution particuliére de 1’équation proposée de la
forme u,, = an2™. Pour n > 2, on a

et donc u, =

Up —3up_1 +2un_2 = a(n+2)2""2 —3amn + 12" + 2an2™
= (n(4a—6a+2a)+ (8a—6a))2"2a x 2™.

Donc

1
u est solution & 2a=1& a = 7

Les suites cherchées sont les suites de la forme (—nZ“_] + A+ uZ“)nGN, (A, 1) € R2.

Exercice n° 22

T V2

. . . U
e [’égalité proposée est vraie pour n = 2 car cos =5 = cos — = —.

22 2
1 /
e Soit n > 2. Supposons que cos (zin) =5 24+ V2 +..4/2 (n—1 radicaux).
Alors, puisque cos (W) >0 (car 211% est dans ]0, g [),
cos( n ) = L eos (2171) ~.|1 1 +l\/2+\/2+ V2 zl\/Z—&-\/Z—&- V2, (n radicaux)
JoEs > 3 3 3 V2, .
1
On a montré par récurrence que, pour n > 2, cos (%) =5 24 V2 +..v/2 (n—1 radicaux).
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Ensuite, pour n > 2,

sin (zin) = \/%(1 —COS(ZTI%) = %\/2— 2+ .V/2 (n = 1 radicaux)

. 7T
SN ——
M2 V24 V2= x2sin o = — o
n+1
car lim 22X = 1. Done, lim 2M\/2—1\/2+.vV2=m.
x—0 X n—+oo

Exercice n° 23

Enfin,

1) Pour x réel positif, posons f(x) = x—In(1+x) et g(x) = (x+1)In(x+ 1) —x. f et g sont dérivables sur [0, +oo[ et pour
x>0,o0na

et

g(x)=Inx+1)+1—-1=In(x+1) >0.
f et g sont donc strictement croissantes sur [0, 400l et en particulier, pour x > 0, f(x) > f(0) = 0 et de méme, g(x) >
g(0) = 0. Finalement, f et g sont strictement positives sur ]0,+oo[ ou encore,

Vx>0, In(1+x) <x < (1+x)In(1+x).

2) Soit k un entier naturel non nul.

. 1 1 1 1 . . 1 1 .
D’aprés 1), In (1 +E) < X < (1 +E>ln (1 +E>’ ce qui fournit kIn (1 +E) <1< (k+1)n (1 +E>’ puis, par

stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

1 k 1 k+1
k * 14+ — 1+ — .
VEN,O<<+k> <e<<+k)

En multipliant membre & membre ces encadrements, on obtient pour tout naturel non nul n :

n 1 k N n 1 k+1
H<1+E) <e <£[1<]+E) .

k=1
Maintenant,
n+1
kT
11[ ol “_11[ k+1 “_g (n+1)"
k) k I ol
k=1 k=1 KK
k=1
De méme,
n+1
kk
n < 1)““ L[Z (n 4 1)n+!
1+— — =y fd
k=1 k Hkk+1 n!
k=1
1" 1 n+1
On a montré que vn € N*| (n+1) n D et donc
n! n!
1 1 vn! 1 1
vnenNt, T LR LY L
e n n e

D’aprés le théoréme de la limite par encadrements, comme tend vers 1 quand n tend vers l'infini de méme que

n

1
(n+ N/ =eln(m+1/M 6n a montré que tend vers — quand n tend vers +oo.
e
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Exercice n° 24
Pn
qn

la fraction Pn n’étant pas nécessairement irréductible). Supposons que la suite (qn)nen ne tende pas vers +oo. Donc :
n

Soit x un irrationnel et < ) une suite de rationnels tendant vers x (pn entier relatif et g entier naturel non nul,
nenN

JA >0/ (Vno € N)(In = no/ qn = A)

ou encore, il existe une suite extraite (qe(n)) de la suite (qn)nen qui est bornée.

neN

La suite (e (n))nen est une suite d’entiers naturels qui est bornée, et donc cette suite ne prend qu’un nombre fini de
valeurs. L'une au moins de ces valeurs est prise un infinité de fois car sinon la suite (¢ (n))neny n’aurait qu'un nombre
fini de termes. Mais alors, on peut extraire de la suite (¢ (n))nen et donc de la suite (qn), oy une suite (qy(n))nen qui
est constante et en particulier convergente.

Pyp(n)

La suite (py(n))neny = (
Qu(n)

partir d’un certain rang.

) (dy(n))nen est aussi une suite d’entiers relatifs convergente et est donc constante a
neN

Ainsi, on peut extraire de la suite (pﬂr’(“))neN et donc de la suite (pn),cy une suite (pg(n)lnen constante. La suite
((do(n))nen est également constante car extraite de la suite constante (qy(n))nen et finalement, on a extrait de la suite

(P_n) une sous suite (m> constante.
dn neN Go(n) neN

Mais la suite (p—“) tend vers x et donc la suite extraite <m) tend vers x. Puisque <Pa(n) > est constante,
neN qo(n) neN qo(n) neN
on avn € Nj ch(n) = x et donc x est rationnel. Contradiction .
o(n)

Donc la suite (qn), ¢y tend vers +oo. Enfin, puisque [pn| = tend vers [x| > 0 (car x est irrationnel)

n
— | gn et que
n

mn
et qn tend vers 400, la suite (|pn|)nen tend vers 4oo.

Exercice n° 25

Onposeuy =0, u1 =0, =T, us =1, wy =0, us =1, us =0, uy =1, ug =0, wo =0, w10 =0, uy; = 1... et plus
généralement

0 si m n’est pas premier
1 sin est premier

vn > 2, un_{

Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 2. Pour n > 2, I'entier kn est composé et donc, pour n > 2, uyn = 0. En
particulier, la suite (ukn), ¢y converge et a pour limite 0. Maintenant, 'ensemble des nombres premiers est infini et si
Pn est le n-iétme nombre premier, la suite (pn), ¢y st strictement croissante. La suite (up, ), oy st extraite de (un), oy
et est constante égale a 1. En particulier, la suite (up, ), oy tend vers 1. Ainsi la suite (un), oy admet au moins deux
suites extraites convergentes de limites distinctes et donc la suite (u,) diverge bien que toutes les suites (ugn)
convergent vers 0 pour k > 2.

neN neN

Exercice n° 26

Soit f une application de N dans lui-méme, injective. Montrons que liIE f(n) = +oo0.
n—+oo

Soient A un réel puis m = Max (0, 14+ E(A)). m est dans tous les cas un entier naturel strictement supérieur & A. Puisque
f est injective, on a card (f_1 ({o,1,.. ,m}) m + 1. En particulier, ({0, 1,...,m}) est une partie finie (éventuellement
vide) de N.

0si f1({0,1,..,m}) =
Max (f T({ ,1,...,m})) sinon
et donc f(n) > m > A.

Posonsng =1 +{ . Par définition de ng, si n > ng, n n’est pas élément de £~ ({0, 1, ..., m})

On a montré que VA € R, Ing € N/ (Vn € N), (n > ng = f(n) > A) ou encore lim f(n) = +oo.

n—-+oo
Exercice n° 27
Pour n naturel non nul et x réel positif, posons f,,(x) =x™ +x — 1.

1 1
Pour x > 0, fi(x )—0<:>x:zetdoncu1:z.

Pour n > 2, f,, est dérivable sur R* et pour x > 0, f/ (x) = nx™~' +1 > 0.
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fn est ainsi continue et strictement croissante sur R™ et donc bijective de R sur
fn (R+) = |f(0), lim fn(x)|=I[-1,4oc0l.
X——+00

En particulier,

Alx € [0, +ool/ frn(x) = 0.

Soit u,, ce nombre. Puisque f(0) = —1 < 0 et que f,,(1) =1 > 0, par stricte croissance de f, sur [0, +ool[, on a :

mnmeN O<u, <1.
La suite u est donc bornée.

Ensuite, pour n entier naturel donné et puisque 0 < u,, <1 :

frg1(un) :u:Jr] +un—1< uK"‘un_] =fn(un) =0 =fnp1(Ung1),

et donc fr41(un) < frui1(Uny1) puis, par stricte croissance de f;, 1 sur R*, on obtient :

neN, uy <unyr.

La suite u est croissante et majorée par 1. Donc, la suite u converge vers un réel {. De plus, ’encadrement 0 < u,, <1
fournit par passage a la limite : £ € [0, 1].

1—4¢ 1+1¢
Si0 << 1,1l existe un rang ng tel que pour n > np, on a : uy < €+ 5 =5 Mais alors, pour n > ng, on a
T4+ \"
T—un, =up < (%) et quand n tend vers vers 400, on obtient 1 —{ < 0 ce qui est en contradiction avec 0 < £ < 1.
Donc
Iim u, =1. I
n—-+oo
Exercice n° 28
2pm

1) Posons a = e ol p € Z, q € N* et PGCD(p, q) = 1. Pour tout entier naturel n, on a

Un+q = COS ((n+ q)%) = cos <n2pT7r + ZPH) = cos(na) = un.

La suite u est donc g-périodique et de méme la suite v est g-périodique. Maintenant, une suite périodique converge si et
seulement si elle est constante. En effet, soient T une période strictement positive de u et € la limite de u. Soit k € [0, T—1].
Pour tout entier naturel n, on a [ux —Ug| = Uk nT—UnT|. En faisant tendre n vers +oo, puisque [uxnt—Unt| — [{—£ =0,
on obtient u = ug.

Par périodicité, on a alors Vn € N, u,, = up et donc u est constante.

2
Or,sia= P oup € Z,qe N, PGCD(p,q) =1et % ¢ 7, alors w1 # up et la suite u n’est pas constante et donc

diverge, et si a € 2nZ, la suite u est constante et donc converge.

2) Pour tout entier naturel n,

vni1 =sin((n+ 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sina = u, sin a + v, cos a.

. a . Vil — Vn COSQ . ) ) R )
Puisque — ¢ Z, sina # 0 et donc u, = —————— . Par suite, si v converge alors u converge. De méme, a partir de
sina
cos((n+ 1)a) = cos(na) cos a — sin(na) sin a, on voit que si u converge alors v converge (car cos a # 0). Les suites w et v

sont donc simultanément convergentes ou divergentes.

Supposons que la suite u converge, alors la suite v converge. Soient £ et {’ les limites respectives de u et v. D’apreés ce qui
précede, £ et £/ sont solutions du systéme :

{sina+{ cosa=1{ €sina+{¢'(cosa—1)=0
fcosa—{'sina =¢(. f(cosa—1)—{'sina = 0.

Le déterminant de ce systéme vaut —sin® a — (cosa — 1)2 < 0 car a ¢ 2nZ. Ce systéme admet donc I'unique solution

£ =" =0 ce qui contredit I’égalité (? + 0% =1. Donc, les suites u et v divergent.
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Exercice n° 29
Pour « €]0, [, posons f(«) = sup, cy(lsin(na)|). {|sin(ne)|, n € N} est une partie non vide et majorée (par 1) de R.
Dong, pour tout réel « de ]0, 7, f(x) existe dans R.

T 27T
Si t d Eap—
® Dl X €S ans |:3,3:|,

f(o) = sup,en(] sin(na)]) > sin o > ? —f (g) .

i s
o Si o est dans }O, —} . Soit ng 'entier naturel tel que (ng—1)x < 3 < noa (no existe car la suite (na)nen est strictement

croissante). Alors,

w| A

T T
gnooc:(no—1)oc+oc<§+cx<§+

w| A
|

Mais alors,
. . V3 s
(o) = suppen(l sin(na]) > [sinnoa)] > 2> = (3.
. 21
e Si x est dans [?,n[, on note que
. , U
f(ot) = supy ey (| sin(ma)]) = supy ey (| sin(n(m — )]) = f(r— o) > f (g) ,
s
car T — « est dans ]0, §]'

3
On a montré que YV €]0, 7t[, (o) > f (—) =5 Donc, infyejo,x((sup,cn(lsin(na)|)) existe dans R et

Exercice n° 30
La suite u n’est pas majorée. Donc, VM € R, In € N/ u,, > M. En particulier, 3ng € N/ un, > 0.

Soit k > 0. Supposons avoir construit des entiers ng, ny,..., Nk tels que ng < 1 < ... < N et Vi € [0, K], un, > 1.

On ne peut avoir : ¥n > ny, u, < k+ 1 car sinon la suite u est majorée par le nombre Max{up, uy,...,un,,k + 1}. Par
suite, Iy >N/ Un, ., = k+ 1.

On vient de construire par récurrence une suite (un, ), oy extraite de la suite u telle que Yk € N, uy, > k et en particulier

telle que lim u,, = +oo.
k—+o00

Exercice n° 31

1
Si u converge vers un réel £, alors { € [0, 1] puis, par passage & la limite quand n tend vers oo, £(1 — ) > 7 et donc
1\? 1 1
{— =) <0 et finalement { = =. Par suite, si u converge, lim u, = =.
2 2 n—+o00 2
De plus, puisque la suite u est a valeurs dans ]0, 1[, pour n naturel donné, on a :
u(]—u)*l— l—u 2<l<u (1T —un)
n n) — 4 7 mn X 4 n+1 nJy

et puisque 1 —uy >0, on a donc Vn € Ny up < un 1.

—_

u est croissante et majorée par 1. Donc u converge et lim u, = = (amusant).
n—-+oo

2
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